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Vorwort

Die geometrische Gruppentheorie versucht bekanntermaßen Gruppen in Be-
ziehung zu geometrischen Objekten zu setzen, um an ihnen Eigenschaften der
Gruppe abzulesen. Man sucht eine unter Isomorphie invariante Eigenschaft
der zugeordneten geometrischen Objekte. Die geometrischen Invarianten sind
ein Beispiel für diese Arbeitsweise. Sie geben Auskunft über die Endlichkeits-
eigenschaften der Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe innerhalb einer
Gruppe. Sie wurden erstmals in [BNS] eingeführt und in späteren Publikatio-
nen zu den höheren geometrische Invarianten ([BiRe]) und zu Invarianten auf
nicht positiv gekrümmten (CAT(0)-Räumen,[BiGe]) verallgemeinert. Es gibt,
wie häufig in homologischen Betrachtungen, zwei Versionen der geometri-
schen Invariante, die homotopische (Σ(G)) und die homologische (Σ(G;A)),
mit der sich diese Arbeit befasst.

Es ist bekannt, dass die homologische geometrische Invariante Σ(G;A)
sich durch Verschwinden der Homologie der Gruppe G mit Koeffizienten in
den Novikov-Ringen ẐGχ beschreiben lässt.

Satz Sei A ein G-Modul vom Typ FPm und χ : G→ R∞ ein nicht trivialer
Charakter. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. [χ] ∈ Σm(G;A),

2. ∀i ≤ m, TorZG
i (ẐGχ, A) = 0.

Ein Großteil dieser Arbeit besteht aus einem Beweis dieses Zusammen-
hangs. Er ist in Kapitel 4 gegeben und verläuft analog zum Beweis der ent-
sprechenden Aussagen über die homotopische Version ([BiSt]).

Mit diesem Wissen entstand die Hoffnung, man könne die Vermutung
über geometrische Invarianten von direkten Produkten beweisen. Dies ist
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VORWORT ii

aber mit dieser Arbeit noch nicht gelungen. Es wird dennoch eine Umformu-
lierung der Vermutung in die Sprache der Novikov-Vervollständigungen ge-
geben. Die aus den Gruppen stammende Analogie ist das Homologie-Kreuz-
produkt und die Künneth-Formel für Tensorprodukte von Kettenkomplexen.
Das Problem, das bei der Übertragung auf Novikov-Vervollständigungen auf-
tritt, entspringt der Tatsache, dass die Vervollständigung eines Produktes
nicht das Produkt der Vervollständigungen der Faktoren ist. Dennoch fin-
det man eine Einbettung der vervollständigten Faktoren in die komplette
Vervollständigung.

In Kapitel 2 wird der Novikov-Ring eingeführt und es werden einige sei-
ner Eigenschaften betrachtet. Es wird die Existenz von Nullteilern und idem-
potenten Elementen auf die Existenz solcher im Gruppenring zurückgeführt.
Außerdem wird der Novikov-Ring von direkten Produkten betrachtet und die
Ranginvarianz des Novikov-Ringes zitiert. Weiter wird eine Topologie auf den
Ringelementen definiert, mit der der Novikov-Ring zu einem vollständigen
metrischen Raum wird. Ebenfalls angesprochen wird die in [Ko] für diskre-
te Charaktere bewiesene und in [Bi 2] auf alle Charaktere verallgemeinerte

von-Neumann-Endlichkeit der Novikov-Ringe ẐGχ.

In Kapitel 3 werden Bewertungen von Moduln und Kettenkomplexen ein-
geführt und ihre Zusammenhänge zur Novikov-Vervollständigung erarbeitet.

Diese Diplomarbeit wurde von mir, Pascal Schweitzer, selbständig ver-
fasst. Hierzu wurden keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfs-
mittel verwendet.

Ich möchte mich bei Herrn Professor Robert Bieri und Herrn Jörg Lehnert
für eine ausgezeichnete Betreuung und ein sehr angenehmes Arbeitsklima
bedanken. Des Weiteren danke ich Herrn Patrick Schweitzer für hilfreiche
Kommentare und Korrekturen.



Inhaltsverzeichnis

Vorwort i

1 Grundlagen 1

1.1 Ranginvarianz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Charaktere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Kettenkomplexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Kapitel 1

Grundlagen

Dieses Kapitel dient dazu einige Definitionen und Resultate der Algebra bzw.
der homologischen Algebra zu wiederholen.

Wir definieren R∞ = R ∪ {∞} als die reellen Zahlen erweitert um einen
abstrakten Punkt ∞. Wir erweitern die Ordnung, die Addition der reellen
Zahlen, so dass gilt:

∀r ∈ R, r <∞
∀r ∈ R∞, r +∞ = ∞+ r = ∞.

Weiter sei R≥0 := {r ∈ R|r ≥ 0} die Menge der nicht negativen reellen
Zahlen.

1.1 Ranginvarianz

Für einen freien Modul möchte man den Rang als die Kardinalität der Basis
definieren. Diese Festlegung ist nicht immer wohldefiniert.

1.1.1 Definition Sei R ein Ring mit 1. Dann besitzt R die Ranginvari-
anzeigenschaft, wenn für alle Basen eines freien R-Moduln die Mächtigkeit
übereinstimmt.

Die eindeutig bestimmte Mächtigkeit der Basis wird als R-Rang des Mo-
duls bezeichnet. Es gibt Ringe, z.B. den Endomorphismenring eines unend-
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lich-dimensionalen Vektorraumes, die die Ranginvarianzeigenschaft nicht be-
sitzen. Aus der linearen Algebra weiß man, dass Körper die Ranginvarian-
zeigenschaft besitzen, der Rang entspricht hier gerade der Dimension des
Vektorraumes über dem Körper. Selbiges gilt für kommutative Ringe. Etwas
allgemeiner erhält man:

1.1.2 Satz Sei R ein Ring mit 1, zu dem es einen Körper K und einen
nicht-trivialen Homomorphismus ϕ : R → K gibt. Dann besitzt R die Ran-
ginvarianzeigenschaft.

Beweis. Angenommen der freien R-Modul F besäße zwei Basen X1 und X2

unterschiedlicher Kardinalität. Sei ϕ : R → K ein nicht-trivialer Ringhomo-
morphismus. Sei U der Untermodul, der von ker(ϕ) · F erzeugt wird. Dann
ist F/U ein ϕ(R)−1ϕ(R) Vektorraum. Man überzeugt sich mit Hilfe der uni-
versellen Eigenschaft davon, dass die zugehörige Abbildung π : F → F/U
jede R-Basis auf eine ϕ(R)−1ϕ(R)-Basis gleicher Mächtigkeit abbildet, und
dies führt zum gewünschten Widerspruch.

1.2 Charaktere

In diesem Abschnitt möchten wir uns mit Gruppencharakteren vertraut ma-
chen.

1.2.1 Definition Sei G eine Gruppe. Ein Charakter ist ein Gruppenhomo-
morphismus in die additive Gruppe der reellen Zahlen χ : G→ R.

Da (R,+) eine Abelsche Gruppe ist, faktorisiert jeder Charakter durch
die Abelschmachung der Gruppe. Das bedeutet, dass für jeden Charakter
χ die Kommutatoruntergruppe im Kern des Charakters enthalten ist: G′ =
[G,G] ⊆ ker(χ). Die Menge der Charaktere bildet einen R-Vektorraum. Seine
Dimension entspricht dem Z-Rang der Abelschmachung modulo Torsionsun-
tergruppe.

1.2.2 Definition (diskreter Charakter)

Ein Charakter heißt diskret, wenn χ(G) ⊆ R diskret ist.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 3

Die Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl definiert auf R einen
Automorphismus. Wir wollen zwei nicht-triviale Charaktere äquivalent nen-
nen, wenn sie sich nur durch einen solchen R-Automorphismus unterscheiden.

χ ∼ χ′ :⇐⇒ ∃r ∈ R≥0 ∀g ∈ G, χ(g) = r · χ′(g).

Nach Ausschließen des trivialen Charakters identifizieren wir die Menge
der zu dieser Relation gehörigen Äquivalenzklassen mit der Einheitskugel im
Vektorraum der Homomorphismen von G nach R.

1.2.3 Definition Wir definieren die Charaktersphäre S(G) als:

S(G) := {[χ : G→ R]|χ 6= 0}.

Ist G eine endlich erzeugte Gruppe, so ist S(G) mit der durch den Vek-
torraum induzierten Topologie ein zu einer (rkZ(G/G′)− 1)-dimensionalen
Sphäre homöomorpher Raum.

Ist die Gruppe G ein direktes Produkt G = G1 ⊕ G2, so entstehen al-
le Charaktere als Summe von Charakteren: Ist χ : G → R, dann gibt es
Charaktere χi : Gi → R, so dass χ((g1, g2)) = χ1(g1) + χ2(g2).

Man kann S(G1) als Untersphäre von S(G) interpretieren indem man
einen gegebenen Charakter χ1 ∈ S(G1) auf dem zweiten Faktor G2 trivial
fortsetzt und so einen Charakter in S(G) erhält. Analog ist dies für S(G2)
möglich.

Die Addition von Charakteren überträgt sich nicht sofort auf die Charak-
tersphäre. Die Addition ist nicht unabhängig vom gewählten Repräsentanten.
Wir möchten aber auf der Charaktersphäre trotzdem eine Summe definieren.
Die Summe von zwei Repräsentanten sei definiert als der positive Kegel über
den beiden Charakteren:

Ist [χ1], [χ2] ∈ S(G) so ist

[χ1] + [χ2] = {[χ]|∃r1, r2 ∈ R≥0, χ = r1 · χ1 + r2 · χ2} ⊆ S(G).

Mit der so definierten Addition gilt S(G) = S(G1) + S(G2) in direkten Pro-
dukten.
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1.3 Kettenkomplexe

Ein G-Kettenkomplex ist eine direkte Summe von G-Moduln, die mit einer
Randoperation ∂ versehen sind, so dass ∂i ◦ ∂i+1 = 0:

C =
∞⊕

i=−∞

Ci = . . .
∂n+1−→Cn

∂n−→Cn−1
∂n−1−→ . . .

In dieser Arbeit werden hauptsächlich positive Komplexe (∀i < 0, Ci = 0)
betrachtet.

Mit C(m) =
⊕m

i=−∞Ci wollen wir das m-Gerüst bezeichnen.

Ein Kettenkomplex heißt m-azyklisch, falls für alle i ≤ m die Homologie-
gruppen Hi(C) trivial sind. Für unsere Zwecke benötigen wir jedoch einen
stärkeren Azyklizitätsbegriff, der nun erklärt werden soll. Er ist in [Br2] zu
finden, und wird hier benutzt um Endlichkeitseigenschaften von Gruppen,
die G-äquivariant auf Zellkomplexen operieren, nachzuweisen.

1.3.1 Definition Eine R-Filtrierung eines Kettenkomplexes C, ist eine
Menge von Unterkomplexen {Cr|r ∈ R}, so dass

⋃
r∈R Cr = C und ∀r ≤

r′,Cr ⊆ Cr′ gilt.

1.3.2 Definition Eine Filtrierung {Cr|r ∈ R} eines Komplexes C heißt im
Wesentlichen m-azyklisch, wenn es eine reelle Zahl D gibt, so dass für alle
i ≤ m die durch die Inklusionen ι : Cr → Cr+D induzierten Abbildungen
Hn(ι) : Hi(Cr) → Hi(Cr+D) trivial sind.

1.4 Auflösungen von endlichem Typ

In der homologischen Algebra verwendet man häufig Auflösungen zur Unter-
suchung von Gruppen. In [Br] werden diese ausführlich behandelt.

1.4.1 Definition Ein G-Modul A ist vom Typ FPm, wenn es eine projektive
Auflösung

. . .→ Pm → Pm−1 → . . .→ P0 → A→ 0
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gibt, so dass für i ≤ m der ZG-Modul Pi endlich erzeugt ist.

Die Gruppe G heißt vom Typ FPm, wenn Z als trivialer G-Modul vom
Typ FPm ist.

Ist ein Modul vom Typ FPm, so ist es stets möglich eine freie Auflösung
zu finden, deren m-Gerüst endlich erzeugt ist. Ein Gruppe ist genau dann
vom Typ FP1, wenn sie endlich erzeugt ist. Endlich präsentierte Gruppen
sind vom Typ FP2. Die Umkehrung ist falsch. Dies wurde erstmals in [BeBr]
gezeigt. Hier wird die Berechnung der Endlichkeitseigenschaften für recht-
winklige Artingruppen durchgeführt. In [BuGo] wird gezeigt, dass dieses Er-
gebnis auch dazu führt, dass die homotopische Version und die homologische
Version der höheren geometrischen Invarianten nicht übereinstimmen. (Siehe
[BiSt] für eine Definition der homotopischen Invarianten.)



Kapitel 2

Die Novikov-Vervollständigung

In diesem Kapitel wollen wir zunächst den Gruppenring definieren und einige
seiner Eigenschaften zusammenfassen. Die Novikov-Vervollständigung, die
den Gruppenring als Unterring enthält, wird im anschließenden Abschnitt
erläutert. Es werden einige Eigenschaften, die sich vom Gruppenring auf den
Novikov-Ring übertragen lassen, aufgezeigt, das Nullteilerproblem der beiden
Ringe angesprochen und eine Topologie auf ihnen definiert.

2.1 Der Gruppenring

Sei G eine Gruppe und R ein Ring mit 1. Mit R[G] bezeichnen wir die Menge
der endlichen formalen Linearkombinationen der Gruppenelemente in G mit
Koeffizienten in R, also

R[G] :=

{∑
g∈G

rg · g

∣∣∣∣∣ rg ∈ R, rg = 0 für fast alle g ∈ G

}
.

Die Menge R[G] wollen wir nun mit einer Addition und einer Multi-
plikation versehen. Wir definieren also: Für α =

∑
g∈G ag · g ∈ R[G] und

β =
∑

g∈G bg · g ∈ R[G] ist

α+ β =
∑
g∈G

ag · g +
∑
g∈G

bg · g =
∑
g∈G

(ag + bg) · g

6



KAPITEL 2. DIE NOVIKOV-VERVOLLSTÄNDIGUNG 7

und

α · β = (
∑
g∈G

ag · g)(
∑
h∈G

bh · h) =
∑

g,h∈G

(ag · bh) · gh.

Man überzeugt sich davon, dass die Menge R[G] mit diesen beiden Ver-
knüpfungen einen Ring bildet.

2.1.1 Definition (Gruppenring)

Der Ring R[G] heißt der Gruppenring der Gruppe G über dem Ring R.

2.1.1 Eigenschaften des Gruppenringes

• Ist 1 ∈ R die multiplikative Eins des Ringes und e ∈ G das triviale Ele-
ment der Gruppe G, so ist 1 · e die multiplikative Eins des Gruppenrin-
ges. Die Abbildung ιR : R→ R[G]; r 7→ r·e ist eine Einbettung des Rin-
ges R in den Gruppenring und die Abbildung ιG : G→ R[G]; g 7→ 1 · g
ist eine Einbettung der Gruppe G in die Einheitengruppe des Grup-
penringes.

• Ist R kommutativ, so lässt sich der Gruppenring leicht zu einer R-Al-
gebra, der Gruppenalgebra, erweitern, indem man die Skalarmultipli-
kation definiert durch:

rα = r(
∑
g∈G

ag · g) =
∑
g∈G

(rag) · g.

• Der Gruppenring hat folgende universelle Eigenschaft : Sei S ein wei-
terer Ring mit Eins, ϕG : G → S∗ ein Gruppenhomomorphismus der
Gruppe G in die Einheitengruppe von S und ϕR : R → S ein unitärer
Ringhomomorphismus, dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
ψ : R[G] → S, der über die gegebenen Abbildungen und die Inklusionen
faktorisiert. (Siehe Abbildung 2.1.)

2.2 Der Novikov-Ring

Wir wollen nun die Novikov-Vervollständigung bezüglich eines Charakters
definieren. Novikov-Vervollständigungen sind Ringe, die den Gruppenring
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Abbildung 2.1: Universelle Eigenschaft des Gruppenringes

enthalten. Wir sprechen daher auch von Novikov-Ringen. Sie sind selbst wie-
derum in einer ringähnlichen algebraischen Struktur enthalten, bei der al-
lerdings nicht alle Elemente miteinander multipliziert werden dürfen. Dies
führen wir nun aus:

Sei G eine Gruppe und R ein Ring. Mit R[[G]] bezeichnen wir die Menge
aller formalen Linearkombinationen der Gruppenelemente in G mit Koeffizi-
enten in R, also

R[[G]] := {
∑
g∈G

rg · g|rg ∈ R}.

Die Menge R[[G]] wollen wir nun mit einer Addition und einer teilweisen
Multiplikation ausstatten. Wir definieren also: Für α =

∑
g∈G ag · g ∈ R[[G]]

und β =
∑

g∈G bg · g ∈ R[[G]] sei

α+ β =
∑
g∈G

ag · g +
∑
g∈G

bg · g =
∑
g∈G

(ag + bg) · g.

Das Problem mit der Multiplikation entsteht dadurch, dass es nach der
Multiplikation zu manchen Gruppenelementen unendlich viele Summanden
geben kann, die aufzusummieren sind. Wir definieren also: Falls

∀g ∈ G,
∣∣{h|ah · bh−1g 6= 0}

∣∣ <∞,

so sind α und β multiplizierbar und es gilt:

α · β = (
∑
g∈G

ag · g)(
∑
h∈G

bh · h) =
∑

g,h∈G

(ag · bh) · gh =
∑

g,h∈G

(ah · bh−1g) · g.
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Die in diesem Kapitel beschriebenen Konstruktionen lassen sich auch mit
Moniden an Stelle von Gruppen durchführen. Viele bekannte Konzepte wie
Polynomringe, Laurentpolynome und Polynomreihen lassen sich so konstru-
ieren oder stehen in enger Beziehung zu Gruppenringen und Novikov-Ringen.

2.2.1 Definition (Träger)

Zu einem Element α =
∑

g∈G agg aus R[[G]] ist der Träger die Menge
aller Gruppenelemente, deren zugehöriger Koeffizient nicht verschwindet:

supp(α) := {g|ag 6= 0}.

Sei χ : G → R ein Charakter. Die Menge aller Elemente aus R[[G]], die
zu jeder reellen Zahl r nur endlich viele Elemente im Träger besitzen, deren
Charakterwert höchstens r ist, bildet einen Unterring.

2.2.2 Definition (Novikov-Vervollständigung)

Der Ring

R̂[G]χ :=
{
α ∈ R[[G]]

∣∣∣∀r ∈ R, {g ∈ supp(α)|χ(g) ≤ r} ist endlich
}

heißt Novikov-Vervollständigung (oder auch Novikov-Ring) von R[G] be-
züglich χ.

Wir überzeugen uns davon, dass man die Elemente in R̂[G]χ tatsächlich

miteinander multiplizieren kann: Sei g ∈ G, dann ist
∣∣{h|ah · bh−1g 6= 0}

∣∣ ≤∣∣{(h′, h′′)|ah′ , bh′′ 6= 0 ∧ χ(h′) + χ(h′′) ≤ χ(g)}
∣∣, und diese zweite Menge ist

eine endliche Menge.

Der Novikov-Ring liegt zwischen dem Gruppenring und den formalen Li-

nearkombinationen: R[G] ⊆ R̂[G]χ ⊆ R[[G]]. Ist χ der triviale Charakter, so
entspricht die Vervollständigung dem Gruppenring.

Wir werden ab sofort, wenn Ring und Gruppe aus dem Kontext deutlich
werden, die vereinfachten Schreibweisen RG bzw. R̂Gχ für den Gruppenring
bzw. die Novikov-Vervollständigung verwenden.

Wir werden fortan von der Höhe eines Elementes der Novikov-Vervollstän-
digung sprechen. Hierzu verwenden wir den Gruppencharakter χ : G → R
und erweitern diesen zu einer Abbildung vχ : R̂Gχ → R∞ = R∪{∞}, indem



KAPITEL 2. DIE NOVIKOV-VERVOLLSTÄNDIGUNG 10

wir für nicht-triviales α ∈ R̂Gχ festlegen: vχ(α) := min{χ(g)|g ∈ supp(α)}.
Für α = 0 ∈ R̂Gχ legen wir vχ(α) := ∞ fest.

2.2.3 Definition (Initialterm)

Für α =
∑

g∈G rgg ∈ R̂Gχ definieren wir:

minTχ(α) :=
∑

χ(g)=vχ(α)

rgg =
∑

χ(g) minimal

rgg.

Es gilt
minT(α) = 0 ⇔ α = 0.

Die Abbildung minTχ : R̂Gχ → RG ist multiplikativ, falls RG nullteilerfrei
ist. Andernfalls gilt zumindest:

2.2.4 Lemma Seien α, β ∈ R̂Gχ. Es ist minTχ(α)·minTχ(β) = minTχ(α·β)
oder minTχ(α) ·minTχ(β) = 0.

Die grundlegenden Strukturen der Novikov-Vervollständigung fassen wir
in folgendem Lemma zusammen:

2.2.5 Lemma Sei G eine Gruppe, R ein Ring mit Eins, χ : G→ R ein Cha-
rakter, g ∈ G ein Gruppenelement und α, β ∈ R̂Gχ Elemente der Novikov-
Vervollständigung, dann gilt:

1. Zu jeder reellen Zahl r gibt es αr ∈ RG und α∞r ∈ R̂Gχ, mit αr +α∞r =
α und vχ(α∞r ) > r.

2. vχ(α · β) ≥ vχ(α) + vχ(β).

3. vχ(α+ β) > min{vχ(α), vχ(β)}.

4. vχ(g · β) = χ(g) + vχ(β).

5. vχ(α) = vχ(−α).

Der Beweis ist leicht aber aufwendig und wird daher dem Leser überlassen.

Eine Struktur auf einem G-Modul mit den Eigenschaften 3–5 werden wir
später Bewertung nennen.
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Wir wenden uns nun Fragen der Invertierbarkeit von Elementen in Novi-
kov-Ringen zu. In der Novikov-Vervollständigung sind Elemente des Grup-
penringes invertierbar, die im Gruppenring selbst nicht invertierbar sind.

2.2.6 Satz (Invertierbarkeit) Sei α ∈ R̂Gχ ein Element des Novikov-Rings.

1. Falls minTχ(α) im Gruppenring rechts-invertierbar (links-invertierbar),
dann ist α rechts-invertierbar (links-invertierbar).

2. Ist andererseits α rechts-invertierbar (links-invertierbar), dann ist auch
minTχ(α) rechts-invertierbar (links-invertierbar) oder ein Nullteiler des
Gruppenringes.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur für rechts-invertierbar.

Zu 1: Ist minTχ(α) rechts-invertierbar, also etwa minTχ(α) · β = 1, dann
ist minTχ(α · β) = 1 und es ist α · β = 1 − α′ mit χ(α′) > 0. Nun gilt
α · β · (1 + α′ + α′2 + . . .) = 1.

Zu 2: Falls α · β = 1, so ist minTχ(α) · minTχ(β) = 1 oder minTχ(α) ·
minTχ(β) = 0 nach Lemma 2.2.4.

Die Elemente der Form rg mit r ∈ R und g ∈ G sind invertierbar, falls r
im Ring R ein Inverses besitzt. Sie heißen triviale Einheiten. Für torsionsfreie
Gruppen ist bekannt, dass Gruppenringe die Nullteiler besitzen auch nicht-
triviale Einheiten besitzen (siehe [Pa]).

Für die additive Gruppe der reellen Zahlen (R,+) ist die Identität id ein

Charakter. Ist K ein Körper, so ist K̂Rid ebenfalls ein Körper. Der folgende
Satz beschreibt den Zusammenhang etwas genauer:

2.2.7 Satz Sei K ein Körper und χ : G→ R ein Charakter einer torsions-
freien Gruppe.

1. Ist χ injektiv, so ist K̂Gχ ein Körper.

2. Ist χ nicht injektiv und K̂Gχ ein Schiefkörper, so enthält KG nicht
triviale Einheiten.

Beweis. Zu 1: Ist χ injektiv, so ist K̂Gχ ein Unterkörper von K̂Rid.
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Zu 2: Ist χ nicht injektiv, so gibt es zwei verschiedene Elemente α, α′ ∈ G
mit χ(α) = χ(α′) = 0. Da K̂Gχ ein Schiefkörper ist, ist α + α′ invertierbar.
Sei also (α+α′)·β = 1, dann ist (α+α′)·minT(β) = 1 inKG oderKG enthält
Nullteiler, aber die Existenz von Nullteilern führt ebenfalls zu nicht-trivialen
Einheiten.

Es ist durchaus möglich, dass die Voraussetzung von 2 nie erfüllt ist.

Ist χ nicht-trivial, injektiv und diskret, so ist G = Z, und es handelt sich
bei K̂Gχ um einen Unterring der Laurentpolynomreihen.

2.2.1 Gruppenhomomorphismen und Novikov-Ringe

Wir wollen nun noch sehen, dass Zusammenhänge verschiedener Gruppen
zu Zusammenhängen zwischen Novikov-Vervollständigungen führen. Zuerst
benötigen wir den Begriff der Verträglichkeit von Charakteren mit Homo-
morphismen.

2.2.8 Definition Seien G und G′ Gruppen mit Charakteren χ und χ′, und
ϕ : G → G′ ein Homomorphismus. Der Homomorphismus heißt verträglich
mit den Charakteren, wenn ∀g ∈ G, χ′(ϕ(g)) = χ(g) gilt, also χ = χ′ ◦ϕ ist.

Zu zwei Charakteren χ : G→ R und χ′ : G′ → R induziert jeder verträgli-
che Homomorphismus ϕ : G → G′ einen Homomorphismus der Novikov-
Ringe ϕ̂χ : R̂Gχ → R̂G′

χ′ .

Ist ϕ injektiv, so ist ϕ̂χ auch injektiv. Gleiches gilt für die Surjektivität.

Hieraus gewinnt man sofort folgenden Spezialfall: Ist U ≤ G eine Unter-
gruppe von G, so ist die Einschränkung χ|U ein Charakter von U und der

Novikov-Ring R̂Uχ|U ist ein Unterring des Novikov-Rings R̂Gχ.

Betrachtet man exakte Folgen von Gruppen, so erhält man das folgende
Ergebnis : Ist 0 → N → G

π→ G/N → 0 exakt, und der Charakter χ fakto-
risiert durch π (χ(N) = 0), dann erhält man einen verträglichen Charakter
χ′ von G/N durch Setzten von χ′(gN) = χ(g). Das Resultat ist eine exakte

Sequenz: 0 → R̂Nχ|N → R̂Gχ → R̂[G/N ]χ′ → 0. Da χ(N) = 0 ist hier

R̂Nχ|N = RN .
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Es ist möglich, eine passende Kategorie zu finden (die Objekte sind Paare
aus Gruppen und Charakteren und die Homomorphismen sind ausschließlich
mit den Charakteren verträgliche Gruppenhomomorphismen), so dass man
das Novikov-Vervollständigen als exakten Funktor wiederfindet. Weiter hat
man noch die Möglichkeit, in der Kategorie verschiedene Ringe und Homo-
morphismen zwischen diesen zuzulassen. Dies soll hier aber nicht ausgeführt
werden.

2.2.2 Die Spur-Abbildung

Die Spur-Abbildung des Gruppenringes ist eine Abbildung des Gruppenrin-
ges RG in den Ring R. Sie lässt sich auf den Novikov-Ring verallgemeinern.

2.2.9 Definition Die Spur eines Elementes in R̂Gχ ist der Ringkoeffizient

des neutralen Elementes. Dies führt zu einer Abbildung tr : R̂Gχ → R mit

tr

(∑
g∈G

rg · g|rg ∈ R

)
:= re.

Man überzeugt sich davon, dass die Spur-Abbildung eine R-lineare Ab-
bildung ist, für die zusätzlich gilt:

∀α, β ∈ R̂Gχ, tr(α · β) = tr(β · α).

2.2.3 Nullteiler

Wir wollen nun kurz das Nullteilerproblem des Gruppenringes ansprechen.
Ist g ∈ G ein Torsionselement der Ordnung n, dann gilt in R[G] :

(1− g) · (1 + g + g2 + . . .+ gn−1) = 0.

Das heißt, der Gruppenring enthält Nullteiler. Offensichtlich ist dies auch der
Fall, wenn R schon Nullteiler enthält. Es ist offen, ob der Gruppenring K[G]
für einen Körper K und eine torsionsfreie Gruppe G nullteilerfrei ist.

Bemerkung: Die Struktur K[[G]] kann sehr wohl Nullteiler besitzen: In
Q[[Z]] gilt zum Beispiel:

(
. . .+ tn + tn+1 + . . .

)
· (1− t) = 0.
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2.2.4 Idempotente

Auch bei idempotenten Elementen kann man das Wissen über Gruppenringe
teilweise auf Novikov-Vervollständigungen übertragen.

2.2.10 Lemma Sei R ein Ring und G eine Gruppe mit einem Charakter χ.
Ist e ∈ R̂Gχ ein idempotentes Element, dann ist minT(e) ein idempotentes
Element oder ein Nullteiler in RG. Ist minT(e) = 1, so ist schon e = 1.

Beweis. Die erste Aussage folgt wieder sofort aus Lemma 2.2.4. Ist minT(e)
kein Nullteiler, so ist minT(e) = minT(e · e) = minT(e) ·minT(e)

Ist minT(e) = 1. Dann kann man e darstellen als e = 1+e∞ mit χ(e∞) >
χ(e) = 0 und es gilt: 1 + e∞ = (1 + e∞)2 = 1 + 2e∞ + e2∞. Also −e∞ = e2∞.
Wäre e∞ 6= 0, dann wäre aber χ(e∞) < χ(e2∞). Also folgt e∞ = 0.

Ganzzahlige Gruppenringe ZG besitzen keine nicht-trivialen idempoten-
ten Elemente ([Pa]). Das heißt, die Elemente 1 und 0 sind die einzigen idem-
potenten Elemente in ZG. Nullteilerfreie ganzzahlige Novikov-Vervollständi-
gungen besitzen demnach ebenfalls keine nicht-trivialen idempotenten Ele-
mente.

2.2.5 Direkte Produkte

Wir wollen uns nun direkten Produkten zuwenden. Die Struktur, die ein
Gruppenring eines Produktes hat, ist bekannt. Wir zitieren hier nur den
Satz, der von uns für Interesse ist:

2.2.11 Satz (Direkte Produkte von Gruppenringen)

Seien G und H Gruppen und K ein Körper, dann ist

K[G×H] ∼= K[G]⊗K K[H].

Die Situation ist bei Novikov-Vervollständigungen nicht so einfach. Das
Tensorprodukt von zwei Novikov-Vervollständigungen ist selbst keine Novi-
kov-Vervollständigung. Es ist aber möglich, das Tensorprodukt in die Novi-
kov-Vervollständigung des Produktes einzubetten.
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2.2.12 Satz (Direkte Produkte von Novikov-Vervollständigungen)

Sei χ ein Charakter des direkten Produktes G×H. Weiter seien χ|G = χG

und χ|H = χH die Einschränkungen des Charakters auf die Faktoren. Dann
gibt es eine natürliche injektive Abbildung

ϕ : ẐGχG
⊗ ẐHχH

→ ̂Z[G×H]χ.

Beweis. Die Abbildung ϕ entspricht dem formalen Ausmultiplizieren. Ist∑
g∈G ngg ⊗

∑
h∈H mhh ein Elementartensor, so bilden wir diesen ab auf

ϕ(
∑
g∈G

ngg ⊗
∑
h∈H

mhh) =
∑
g∈G

ngg ·
∑
h∈H

mhh =
∑
g∈G

∑
h∈H

ngmhgh.

Wir setzen dies auf das ganze Tensorprodukt distributiv fort.

Wir überzeugen uns, dass diese Abbildung die gewünschten Vorausset-
zungen erfüllt:

• Wohldefiniertheit : Man sieht leicht, dass sich das Ausmultiplizieren auf
Grund seiner Distributivität mit dem Tensorprodukt verträgt.

• Homomorphismus : Ebenfalls auf Grund der Distributivität ist die Ab-
bildung ein Homomorphismus.

• Injektivität :

Wir wollen aus

ϕ
( k∑

l=1

αl

)
= ϕ

( k∑
l=1

(
∑
g∈G

n(l,g)g ⊗
∑
h∈H

m(l,h)h)
)

= 0

folgern, dass
∑k

l=1 αl = 0 gilt.

Wir nähern uns der Aussage in Schritten:

1. (FALL k = 1)

Ist k = 1 so handelt es sich um einen Elementartensor und dieser
wird nur dann auf 0 abgebildet, wenn er selbst schon trivial war.
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2. (kollinearer FALL)

Nun betrachten wir den Fall, dass die Vektoren

{
(
n(1,g), n(2,g), . . . , n(k,g)

)
|g ∈ G}

kollinear über Z sind.

Angenommen es gibt ein−→v = (v1, . . . vk) ∈ Zk, so dass es zu jedem
g ∈ G eine Zahl ag ∈ Z gibt, so dass (n(1,g), n(2,g), . . . n(k,g)) = ag·−→v
gilt, dann ist

∑k
l=1 αl = 0.

Tatsächlich gilt dann:

k∑
l=1

αl =
k∑

l=1

(
∑
g∈G

agvl·g⊗
∑
h∈H

m(l,h)h) =
∑
g∈G

ag·g⊗
k∑

l=1

vl·
∑
h∈H

m(l,h)h

Da dies ein Elementartensor ist, folgt die Aussage nun aus FALL 1.

3. (allgemeiner FALL)

Wir beobachten zuerst, dass die Vektoren{
(n(1,g), n(2,g), . . . , n(k,g))

∣∣ g ∈ G}
und die Vektoren{

(m(1,h),m(2,h), . . . ,m(k,h))
∣∣h ∈ H}

orthogonal liegen. Die Mengen spannen also zwei Orthogonale Un-
terräume Ug und Uh des Rk auf. Es gibt nun ein Erzeugendensys-
tem {e1, . . . , ej ∈ Zk} von Ug, so dass alle Vektoren der ersten
Menge als ganzzahlige Linearkombinationen der Vektoren ei ge-
schrieben werden können.

Sei also (n(1,g), n(2,g), . . . , n(k,g)) =
∑j

i=1 ai,g · ei, dann erhalten wir:

k∑
l=1

αl =

j∑
i=1

k∑
l=1

(ai,geil · g ⊗
∑
h∈H

m(l,h)h)

Für festes i wird die Summe
∑k

l=1 ai,geil · g ⊗
∑

h∈H m(l,h)h unter
ϕ noch immer auf 0 abgebildet. Nach FALL 2 sind diese Summen
aber trivial.
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• (Natürlichkeit) Die Natürlichkeit der Abbildung ist zu verstehen als
eine Verträglichkeit mit Gruppenhomomorphismen. Streng genommen
müsste man die Novikov-Vervollständigung als einen Funktor von der
Kategorie aus Paaren von Gruppen und Charakteren in die Novikov-
Ringe sehen. Man sieht dann, dass die Produktabbildung sich in beiden
Eingängen mit Homomorphismen verträgt.

Die Abbildung ist nicht surjektiv, wenn beide Charaktere χG und χH

nicht trivial sind. Wählt man zum Beispiel g ∈ G mit χ(G) > 0 und h ∈ H
mit χ(h) > 0 dann ist

∑
n∈N g

nhn nicht im Bild von ϕ. Zusätzlich gibt es
im Bild Ketten, deren Projektion auf die Faktoren nicht in der Novikov-
Vervollständigung liegen. Ist zum Beispiel χ(h) > χ(g) > 0, dann ist die

Projektion des Element g−1h+ g−2h2 + g−3h3 + . . . auf G nicht in ẐGχG
.

2.2.6 Von-Neumann-Endlichkeit

Für Körper der Charakteristik 0 ist die von-Neumann-Endlichkeit des Grup-
penringes seit einiger Zeit bekannt. Siehe z.B. [Pa].

2.2.13 Definition Ein Ring R heißt von-Neumann-endlich (auch Dedekind-
endlich), wenn für alle α, β ∈ R mit α · β = 1 auch β · α = 1 gilt.

Die von-Neumann-Endlichkeit ist äquivalent zur Eigenschaft, dass jeder
surjektive R-Modul-Endomorphismus von R injektiv ist.

Die ganzzahlige Novikov-Vervollständigung ist von-Neumann-endlich. Zu-
erst wurde dies für diskrete Charaktere in [Ko], und dann für alle Charaktere
in [Bi 2] gezeigt. Da Matrizenringe über Novikov-Ringen selbst Novikov-Ver-

vollständigungen von Matrizenringen sind (Mn(R̂Gχ) = ̂RMn(G)χ), reicht
dies um die von-Neumann-Endlichkeit der Matrizenringe zu zeigen.

2.2.14 Definition Ein Ring heißt reduziert, wenn er keine nilpotententen
Elemente außer der 0 besitzt.

Auch bei der von-Neumann-Endlichkeit liegt die Schwierigkeit des Be-
weises in den möglichen Nullteilern des Gruppenringes, denn alle reduzierten
Ringe sind von-Neummann-endlich.
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2.2.7 Ranginvarianz der Novikov-Vervollständigung

Der Novikov-Ring über einem Integritätsbereich lässt eine nicht-triviale Ab-
bildung in einen Körper zu. (Dieses Resultat ist schon in [BiSt] zu finden
und stammt ursprünglich aus [Sik].) Folglich besitzt er die Ranginvarianzei-
genschaft (Siehe Definition 1.1.1).

Sei R ein Integritätsbereich, G eine Gruppe und χ ein nicht-trivialer Cha-
rakter. Dann gilt für alle Gruppenelemente g, dass id(χ(g)) = χ(g). Der Ho-
momorphismus χ verträgt sich also mit den Charakteren χ und id. Es gibt
demnach, wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, einen nicht-trivialen Ringho-
momorphismus R̂Gχ → R̂Rid.

Die Einbettung von R in dessen Quotientenkörper Q := R−1R induziert
eine Inklusion R̂Rid → Q̂Rid. Diese Novikov-Vervollständigung ist aber nach
Satz 2.2.7 ein Körper.

Man sieht, dass die Novikov-Vervollständigung auch auf den Integritäts-

bereich R̂[χ(G)]id, er ist gerade das Bild von R̂Gχ, nicht-trivial abgebildet
werden kann.

2.2.8 Topologie

Die Novikov-Vervollständigung trägt in natürlicher Weise eine Topologie. In
diesem Abschnitt wollen wir diese Topologie beschreiben und einige ihrer
Eigenschaften aufzeigen.

2.2.15 Definition (Topologie der Novikov-Vervollständigung)

Sei R̂Gχ eine Novikov-Vervollständigung. Wir definieren zuerst Umge-

bungen von 0 ∈ R̂Gχ als:

Ur :=
{
α ∈ R̂Gχ

∣∣∣χ(α) > r
}
.

Wir definieren nun eine Topologie Tχ auf R̂Gχ, indem wir setzen: Zu

jedem α ∈ R̂Gχ ist B(α) = {Ur + α|r ∈ R} eine offene Umgebungsbasis von
α.

Die Menge Ur + α ist die Menge aller Elemente in R̂Gχ, die mindestens
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bis zur Höhe r mit α übereinstimmen. Ist R ein Körper, so wird R̂Gχ auf
diese Weise zu einem topologischen R-Vektorraum, da die Addition und die
Skalarmultiplikation stetig sind. (Ist R kein Körper, so sollte man wohl von
einem topologischen R-Modul sprechen.)

Eine Folge (αn)n∈N in R̂Gχ konvergiert gegen ein Element α, wenn die
Folge (αn−α)n∈N gegen 0 konvergiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Folge χ(αn − α)n∈N gegen ∞ konvergiert. Das bedeutet, dass die Anfangs-
stücke der αn für große n mit dem Anfangsstück von α übereinstimmen.

Es ist nun nicht mehr überraschend, dass es sich hierbei um einen metri-
sierbaren Raum handelt.

2.2.16 Lemma Definieren wir die Funktion dχ : R̂Gχ×R̂Gχ → R≥0, indem

wir für α, β ∈ R̂Gχ setzen: dχ(α, β) = e−χ(α−β), dabei ist e−∞ = 0, dann ist
dχ eine Metrik, die die Topologie Tχ induziert.

Beweis. Die Symmetrie und die Dreiecksungleichung der Metrik folgen direkt
aus Lemma 2.2.5.

Ebenfalls folgt aus Lemma 2.2.5, dass RG dicht in R̂Gχ liegt. R̂Gχ ist

ein vollständiger Raum. Wie in jedem metrischen Raum sind in (R̂Gχ, Tχ)
folgenstetige Funktionen stetig.



Kapitel 3

Bewertungen

Wir wenden uns nun Bewertungen zu. Bewertungen ersetzen die im hier
nicht besprochenen homotopischen Fall verwendeten G-invarianten Höhen-
funktionen auf Zellkomplexen. Analog zu vielen Bereichen der algebraischen
Topologie kann man aus einem gegebenen geometrischen Komplex einen al-
gebraischen erhalten, jedoch nicht umgekehrt.

Wir werden erst Bewertungen von Moduln behandeln und dann dieses
Konzept auf Kettenkomplexe erweitern. Danach werden wir den Komplex
F̂v, bestehend aus den höchstens in positiver Richtung unendlichen Ketten,
betrachten und die Konstruktion der Novikov-Vervollständigung wiederfin-
den.

3.1 Moduln

Wir wollen nun erklären, was wir unter einer Bewertung eines Moduls verste-
hen. Bewertungen erweitern den Charakterbegriff auf Moduln. Eine Bewer-
tung zu einem Charakter ist eine Abbildung, die jedem Element des Moduls
eine Höhe zuordnet, so dass diese Zuordnung sich mit der Gruppenoperation
und dem Charakter verträgt und eine Summe nicht niedriger bewertet wird
als ihre Summanden.

3.1.1 Definition Sei A ein G-Modul und χ : G → R ein Charakter. Eine
Abbildung v : A→ R∞ heißt Bewertung von A, die χ erweitert, wenn gilt:

20
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∀a, b ∈ A, v(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)}
∀g ∈ G, a ∈ A, v(ga) = χ(g) + v(a)
∀a ∈ A, v(−a) = v(a)

v(0) = ∞.

Die Menge Z der Modulelemente, die mit ∞ bewertet werden (Z =
v−1(∞)), heißt Zentrum der Bewertung. Eine Bewertung heißt zentrumsfrei,
falls Z = {0} gilt.

Wir werden nun erklären, was wir unter einer naiven Bewertung verste-
hen, da wir uns später nur noch für naive zentrumsfreie Bewertungen von
freien Moduln interessieren werden. Hierfür benötigen wir zuerst das Kon-
zept des Trägers für Modulelemente.

3.1.2 Definition Sei F ein freier G-Modul mit Basis X = {xi|i ∈ I},
dann hat jedes Element f ∈ F eine eindeutige Darstellung der Form f =
g1x1 + . . .+ gnxn mit gi ∈ ZG und xi ∈ X . Wir definieren den Träger von g
durch:

suppX (g) := {xi|gi 6= 0}.

Die Definition ist offensichtlich abhängig von der Wahl der Basis.

3.1.3 Definition (naive Bewertung)

Sei F ein freier G-Modul. Ist X eine G-Basis von F , dann ist GX eine
Z-Basis von F .

Eine Bewertung von F heißt naiv bezüglich einer Basis X , wenn sie ge-
geben ist durch:

∀c ∈ F, v(c) = inf v(suppGX (c)).

Bemerkung: Jede Funktion X → R lässt sich durch diese Gleichung leicht
zu einer naiven Bewertung F → R fortsetzen.

Wir betrachten nun die Kategorie D von Gruppen-Moduln:

Ein Objekt von D sei ein Paar (G,A), so dass G eine Gruppe und A
ein G-Modul ist. Ein Morphismus Φ : (G,A) → (G′, A′) ist ein Paar von
Abbildungen (ϕ, f), so dass ϕ : G → G′ ein Gruppenhomomorphismus und
f : A→ A′ ein Modulhomomorphismus ist und zusätzlich gilt:
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∀g ∈ G, a ∈ A f(g · a) = ϕ(g) · f(a).

Die Morphismen sind solche Abbildungen zwischen Moduln, die sich mit
den zugehörigen Gruppenoperationen vertragen. Man überzeugt sich leicht
davon, dass es sich hierbei um eine Kategorie handelt.

Ist χ′ : G′ → R∞ ein Charakter, so erhält man einen Charakter von G
durch die Hintereinanderausführung χ′ ◦ ϕ. Er ist gerade der Charakter von
G, für den der Homomorphismus verträglich (im Sinne von Definition 2.2.8)
mit den beiden Charakteren ist. Wir wollen diesen zurückgeholten Charakter
ebenfalls mit χ′ ◦ Φ bezeichnen.

Ist nun v′ : A→ R eine Bewertung des G′-Moduls A′, die χ′ erweitert, so
erhält man eine Bewertung v des G Moduls A, die χ′ ◦ Φ erweitert, indem
man setzt: v(a) = v′(f(a)). Wir wollen wiederum v mit v′ ◦ Φ bezeichnen.

3.1.4 Lemma Sei Φ : (G,F ) → (G′, F ′) ein Morphismus in D. Seien F ,
F ′ freie G bzw. G′ Moduln, v′ und v zugehörige naive Bewertungen zu einem
Charakter χ bzgl. Basen X und X ′. Dann gilt:

∀f ∈ F (v′ ◦ Φ)(f) ≥ v(f) + inf
x∈X

{(v′ ◦ Φ)(x)− v(x)}.

Beweis. Sei f ∈ F . Dann gibt es eine Darstellung von f von der Form a =
m1g1x1 +m2g2x2 + . . .+mngnxn. Es folgt:

(v′ ◦ Φ)(f)
= (v′ ◦ Φ)(m1g1x1 + . . .+mngnxn)
≥ min{(v′ ◦ Φ)(m1g1x1), . . . , (v

′ ◦ Φ)(mngnxn)}
= min{χ(ϕ(g1)) + (v′ ◦ Φ)(m1x1), . . . , χ(ϕ(gn)) + (v′ ◦ Φ)(mnxn)}
= min{χ(ϕ(g1)) + v(m1x1) + (v′ ◦ Φ)(m1x1)− v(m1x1), . . . ,

χ(ϕ(gn)) + v(mnxn) + (v′ ◦ Φ)(mnxn)− v(mnxn)}
≥ min{χ(ϕ(g1)) + v(m1x1), . . . , χ(ϕ(gn))+

v(mnxn)}+ minx∈X{(v′ ◦ Φ)(x)− v(x)}
≥ min{v(m1g1x1), . . . , v(mngnxn)}+ minx∈X{(v′ ◦ Φ)(x)− v(x)}
≥ v(m1g1x1 + . . .+mngnxn) + minx∈X{(v′ ◦ Φ)(x)− v(x)}
= v(f) + minx∈X{(v′ ◦ Φ)(x)− v(x)
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Sind v und v′ Bewertungen eines Moduls A, so sagen wir v′ dominiert v,
wenn es eine reelle Zahl r ∈ R gibt, so dass ∀a ∈ A, v′(a)− v(a) ≥ r. Wenn
v und v′ sich gegenseitig dominieren, so heißen sie äquivalent. Da der Begriff
des Dominierens transitiv ist, sind die Äquivalenzklassen partiell geordnet.

3.1.5 Korollar Zwei naive zentrumslose Bewertungen eines endlich erzeug-
ten freien Moduls sind äquivalent.

3.2 Kettenkomplexe

Das Konzept von Bewertungen von Moduln lässt sich folgendermaßen sinn-
voll zu Bewertungen von Kettenkomplexen erweitern. Sei

C =
∞⊕

i=−∞

Ci = . . .
∂n+1−→Cn

∂n−→Cn−1
∂n−1−→ . . .

ein Kettenkomplex aus G-Moduln.

3.2.1 Definition Eine Bewertung des Kettenkomplexes C ist eine Bewer-
tung des Komplexes aufgefasst als G-Modul mit diagonaler G-Operation und
der zusätzlichen Eigenschaft, dass

∀c ∈ C, v(c) ≤ v ◦ ∂(c).

Die Bewertung einer Kette wird also durch die Randabbildung nicht er-
niedrigt.

Aus einer Bewertung eines Kettenkomplexes erhalten wir in natürlicher
Weise eine Filtrierung von C, indem wir die Unterkomplexe

C[−r,∞)
v := {c ∈ C|v(c) ≥ −r}

betrachten. Dies sind tatsächlich Unterkomplexe, da das Summieren von Ket-
ten die Bewertung einer Kette nicht erniedrigen kann.

3.2.2 Lemma Sei C ein freier G-Komplex, der mit einer Bewertung v
zu einem nicht-trivialen Charakter χ versehen ist. Betrachtet man die oben
genannte Filtrierung {C[−r,∞)

v }, so gilt: Existiert ein D ∈ R, so dass die
induzierten Abbildungen Hi(C0) → Hi(CD) für alle i ≤ m trivial sind, dann

ist {C[−r,∞)
v } schon im Wesentlichen m-azyklisch.
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Beweis. Sei g ∈ G mit χ(g) > 0, dann wähle man D′ := D + χ(g). Für
r ∈ R gibt es eine ganze Zahl k ∈ Z mit r ≤ χ(g) · k ≤ r + χ(g) · k. Da die
induzierten Abbildungen Hi(C0) → Hi(CD) trivial sind, sind die induzierten
Abbildungen Hi(g

kC0) → Hi(g
k · CD) trivial. Nun ist aber Cr ⊆ Cχ(g)·k =

gkC0 und gkCD = Cχ(g)·k+D ⊆ Cr+D′ . Hieraus folgt die Aussage.

Die im Lemma genannte Zahl D, um die man absteigen muss, um einen
Zyklus auch als Rand zu erkennen, wird als Lag bezeichnet.

3.3 Der vervollständigte Kettenkomplex Ĉχ

Wir wollen zu einem bewerteten Kettenkomplex nun noch eine Vervollständi-
gung, den Kettenkomplex der nur in positiver Richtung unendlichen Ketten,
betrachten.

Sei F ein freier G-Modul und v eine naive Bewertung zur Basis X von F .
Wir betrachten die Menge aller formalen Summen

∑
x∈X

∑
g∈G n(g,x)gx. Sie

bilden einen G-Modul. Analog zum Konzept der Novikov-Vervollständigung
interessieren wir uns aber nur für solche Ketten, die unter jeder Höhe nur
endlich viele Elemente im Träger besitzen.

Es sei für c =
∑

x∈X
∑

g∈G n(g,x)gx wieder der Träger definiert durch

suppGX (c) = {g · x|n(g,x) 6= 0} ⊆ GX .

3.3.1 Definition (Vervollständigung)

Es sei F̂v die Menge aller formalen Summen
∑

x∈X
∑

g∈G n(g,x)gx, für die
gilt: Zu jeder Zahl r ∈ R gibt es nur endlich viele b ∈ supp(c), so dass

v(b) ≤ r. Es ist leicht zu sehen, dass F̂v wieder einen RG-Modul bildet.

F̂v heißt die Vervollständigung von F bezüglich v.

3.3.1 Abhängigkeit von der Basis X und der Bewer-
tung v

Auf freien Moduln endlichen Ranges sind naive, zentrumslose Bewertungen
äquivalent. Das bedeutet, dass F̂v unabhängig von der Wahl von X und v
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ist. Wir schreiben also ab sofort F̂ oder F̂χ, wenn wir die Abhängigkeit vom
Gruppencharakter verdeutlichen wollen.

Ist F nicht von endlichem Rang, so ist es durchaus möglich, zwei Be-
wertungen v und v′ zu finden, so dass F̂v 6= F̂v′ . Sei zum Beispiel G = {0}
die triviale Gruppe. Dann sind G-Moduln gerade Z-Moduln. Sei F der freie
Z-Modul abzählbaren Ranges mit der Basis X = {x1, x2, . . .}. Die Bewertun-
gen v und v′ seien gegeben durch v(xi) = 0 und v′(xi) = i, dann ist die Kette

x1 + x2 + x3 + . . . in F̂v′ aber nicht in F̂v.

Wir versuchen nun einen vervollständigten Modul zu finden, der un-
abhängig von der gewählten Basis und der Bewertung ist. Wir stellen fest,
dass im genannten Beispiel die Menge Fv ∩ Fv′ ebenfalls ein G-Modul ist.

Wir betrachten den Schnitt aller durch naive (zentrumslose) Bewertun-
gen v entstandenen Moduln Fv. Erstaunlicherweise besitzt dieser noch zwei
weitere handliche Beschreibungen, wie wir in den beiden folgen Sätzen sehen
werden:

3.3.2 Satz Sei F ein freier G-Modul und χ ein Charakter. Ist V die Menge
aller naiven Bewertungen, die χ erweitern, und U die Menge aller endlich
erzeugten Untermoduln von F , so ist

⋂
v∈V

F̂v =
⋃
E∈U

Êχ.

Auch diesen Komplex werden wir in Zukunft mit F̂χ bezeichnen.

Beweis. ’ ⊇ ’: Sei E ∈ U ein endlich erzeugter Untermodul von F , weiter
sei X eine Basis von F . Dann gibt es eine endliche Teilmenge X ′ ⊆ X , so
dass E ⊆ E ′ = GX ′. Ist v eine bezüglich X naive Bewertung, dann ist
Êχ ⊆ Ê ′

χ = Ê ′
v|E′ ⊆ Fv.

’ ⊆ ’: Sei X eine Basis von F . Wir zeigen: Ist

α =
∑
x∈X

∑
g∈G

n(g,x)gx ∈
⋂
v∈V

F̂v,

dann ist die Summe über X endlich. Angenommen es wären

n(g1,x1) 6= 0, n(g2,x2) 6= 0, . . .
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unendlich viele von 0 verschiedene Koeffizienten mit paarweise verschiedenen
xi, dann gibt es eine naive Bewertung mit v(gi · xi) = 0. Dann ist aber
α /∈ Fv.

Ist X eine G-Basis von F , dann sind in F̂χ genau die Elemente aus

F̂v, deren G-Träger nur endlich viele Elemente enthält. Die Definition des

Novikov-Rings Ẑ[G]χ (Definition 2.2.2) deckt sich mit dieser Definition der
Vervollständigung.

3.3.2 Zusammenhang zur Novikov-Vervollständigung

Der Zusammenhang zwischen der Novikov-Vervollständigung und den auf
diese Weise vervollständigten Moduln ist aber noch größer, denn es gilt:

3.3.3 Satz Für den Modul F̂χ gilt:

F̂χ
∼= ẐGχ

⊗
ZG

F.

Beweis. Wir zeigen: Der natürliche ẐG-Homomorphismus

ι : ẐGχ

⊗
ZG

F → F̂χ,

der auf den Elementartensoren durch∑
g∈G

ngg ⊗ f 7→
∑

nggf

gegeben ist, ist ein Isomorphismus.

• Wohldefiniertheit : Die Wohldefiniertheit ergibt sich aus der Verträg-
lichkeit von Gruppenoperation und Addition in F̂χ und ist leicht nach-
zurechnen.

• Injektivität : Die Injektivität von ι folgt aus der Tatsache, dass unendli-
che Ketten sich, nachdem man sie über einer Höhe abgeschnitten hat,
wie endliche Ketten verhalten. Man sieht leicht, dass v(ι(

∑
g∈G ngg ⊗

f)) ≥ vχ(
∑

g∈G ngg) + v(ι(f)). Hieraus erhält man:
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Ist D ∈ R, dann kann man jedes Element λ ∈ ẐGχ so in eine Summe
λ = λ0 + λ∞ zerlegen, dass v(λ∞) > D + v(λ) und λ0 ∈ ZG. Da F
ein freier G-Modul ist, können wir eine Basis X von F wählen. Um zu
zeigen, dass ι injektiv ist, reicht es zu zeigen, dass aus ι(λ⊗ x) = 0 für
x ∈ X schon λ0 = 0 folgt. Angenommen, es wäre λ0 6= 0, dann würde
wegen ι(λ⊗x) = ι((λ0+λ∞)⊗x) = λ0 ·x+λ∞ ·x und v(λ0 ·x) 6= v(λ∞ ·x)
folgen, dass v(λ0 · x + λ∞ · x) = min{v(λ0 · x), v(λ∞ · x)} 6= ∞. Dies
aber ist ein Widerspruch zu λ0x+ λ∞x = 0.

• Surjektivität : Wir untersuchen nun das Bild des Homomorphismus ι.
Jedes Element f ∈ F̂χ kann man als Summe f =

∑
x∈Y

∑
g∈G nxgx

schreiben, wobei Y ⊆ F eine endliche Menge ist. Es reicht zu zeigen,
dass zu x ∈ Y jedes Element der Form

∑
g∈G nxgx ∈ F̂χ im Bild von ι

liegt. Dies ist aber klar, da ι(
∑

g∈G nxg ⊗ x) =
∑

g∈G nxgx.

3.3.3 Vervollständigungen von Abbildungen

Analog zur Novikov-Vervollständigung kann man auch auf F̂v mit Hilfe der
Bewertung eine Metrik definieren. In dieser Topologie liegt F dicht in F̂χ und

F̂χ dicht in F̂v.

Unter anderem bedeutet dies, dass es zu einer vorgegebenen Funktion
höchstens eine hierdurch auf F̂χ (bzw. auf F̂v) induzierte Funktion geben
kann.

Die Abbildung v : F → R kann nur auf eine Weise auf F̂χ stetig fortge-
setzt werden. Die resultierende Abbildung v̂ stellt eine Bewertung des Ket-
tenkomplexes F̂χ da. Wir werden v̂ auch mit v bezeichnen, wenn hieraus
keine Missverständnisse entstehen.

3.3.4 Lemma (Vervollständigen von Abbildungen)

1. Ist ϕ : F → F ein G-äquivarianter Endomorphismus eines freien Mo-
duls, dann gibt es genau eine Abbildung ϕ̂ : F̂χ → F̂χ, die ϕ stetig
fortsetzt.

2. Ist v eine naive Bewertung auf F , so ist sup{v(f)− v(ϕ(f))|f ∈ F} =

sup{v(f)− v(ϕ̂(f))|f ∈ F̂χ}.
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Beweis. Es genügt, den Satz für endlich erzeugte freie Moduln zu zeigen. Für
diese gilt, da ϕ eine G-äquivariante Funktion ist, dass konvergente Folgen auf
konvergente Folgen abgebildet werden. Insbesondere werden Nullfolgen auf
Nullfolgen abgebildet. Dies zeigt die fehlende Existenz von ϕ̂.

Es lassen sich auch mehrstellige Funktionen auf diese Art vervollständi-
gen, insbesondere endliche Summen. Man kann aber noch einen Schritt wei-
ter gehen. In den Vervollständigungen ist es möglich, gewissen unendlichen
Summen einen Sinn zu geben:

3.3.5 Definition (unendliche Summen)

Sei v eine Bewertung von F , die χ erweitert. Ist F ⊆ F̂χ eine Menge von
Elementen mit der Eigenschaft, dass unterhalb jeder Höhe nur endlich viele
Elemente in F liegen (∀r ∈ R ist die Menge {α ∈ F|v(α) ≤ r} endlich),
dann gibt es eine wohldefinierte Summe

∑
α∈F α. Sie ist gegeben durch∑

α∈F

α = lim
r→∞

∑
v(α)≤r

α.

Der Grenzwert existiert immer, denn (
∑

v(α)≤n))n∈N ist eine Cauchyfolge.

3.3.4 Vervollständigungen von Kettenkomplexen

Das Vervollständigen überträgt sich auf Kettenkomplexe. Sei C ein freier mit
v naiv bewerteter Kettenkomplex. Nach Lemma 3.3.4 folgt aus

∀c ∈ C, v(c) ≤ v ◦ ∂(c),

dass
∀c ∈ Ĉχ, v̂(c) ≤ v̂ ◦ ∂̂(c).

Dies bedeutet: Ist C ein mit v bewerteter Kettenkomplex, dann ist Ĉχ ein
mit v̂ bewerteter Kettenkomplex.

3.3.6 Definition Ein freier Kettenkomplex F heißt horo-k-azyklisch bezüg-
lich eines Charakters χ, wenn

∀i ≤ k, Hi(F̂χ) = 0.
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Die Elemente in F̂χ werden Horo-Ketten genannt. Dementsprechend exis-
tieren auch Horo-Zyklen und Horo-Ränder.

Diese Definition deckt sich formal nicht mit der in [BiSt] gegebenen. Dort

wird Horo-k-Azyklizität über den Komplex F̂v definiert. Besitzt F jedoch ein
endlich erzeugtes k-Gerüst, so fallen die beiden Begriffe zusammen, obwohl
das (k + 1)-Gerüst nicht notwendigerweise endlich erzeugt ist.

Im folgenden Kapitel wird die Beziehung der vervollständigten Komplexe
zu den geometrischen Invarianten erklärt. Es wird gezeigt, dass sich die ho-
mologische geometrische Invariante durch Horo-Azyklizität beschreiben lässt.



Kapitel 4

Die homologische geometrische
Gruppeninvariante Σm(G;A)

4.1 Definition von Σm(G;A)

Wir werden nun Σm(G;A), die homologische geometrischen Gruppeninvari-
ante, definieren.

Sei A ein G-Modul vom Typ FPm. Sei F � A eine freie Auflösung, so
dass F ein endlich erzeugtes m-Gerüst besitzt.

Wir wollen mit F̃ stets den augmentierten Kettenkomplex F → A → 0
bezeichnen.

4.1.1 Definition Σm(G;A) ⊆ S(G) ist die Menge aller Äquivalenzklassen
von nicht-trivialen Charakteren [χ], für die eine Bewertung v existiert, die χ

erweitert, so dass {F̃[r,∞)
v } im Wesentlichen (m− 1)-azyklisch ist.

Man sieht leicht, dass eine solche Bewertung für einen Charakter genau
dann existiert, wenn sie für alle Charaktere der Äquivalenzklasse gilt. Ist
v eine passende Bewertung für χ und r ∈ R≥0, so ist r · v eine passende
Bewertung von r · χ.

30
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4.1.1 Horoazyklizität und die geometrische Invariante

4.1.2 Satz Sei A ein G-Modul vom Typ FPm und χ : G → R ein nicht-
trivialer Charakter. Sei F � A eine freie Auflösung mit endlich erzeugtem
m-Gerüst F(m) und v : F → R∞ eine naive Bewertung auf F(m), die χ
erweitert. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. F̃v ist im Wesentlichen (m− 1)-azyklisch.

2. F ist horo-m-azyklisch bezüglich χ.

3. (Σm-Kriterium): Es gibt einen G-äquivarianten Kettenhomomorphis-
mus ϕ : F → F, der die Identität von A liftet, für den gilt:

∀f ∈ F(m), v(ϕ(f)) > v(f).

Beweis.

(1. ⇒ 3.): Ist F̃v im Wesentlichen (m− 1)-azyklisch, dann gibt es eine reelle

Zahl D, so dass es für alle i-Zyklen z ∈ Zi ⊆ F̃
(m−1)
v eine i + 1 Kette c mit

v(c) ≥ v(z)−D und ∂c = z gibt .

Sei Xm eine G-Basis von F(m). Wir konstruieren einen G-äquivarianten
Kettenhomomorphismus ϕ : F → F per Induktion. Wir zeigen: Für alle
j ≤ m gibt es eine, die Identität liftende, Kettenabbildung ϕ : F(j) → F(j),
so dass

∀c ∈ F(j), v(ϕ(c)) > v(c) + (m− j) ·D.

Induktionsanfang: Sei g ∈ G so gewählt, dass χ(g) > D · (m+ 1).

Wir werden das 0-Gerüst so weit anheben, dass sogar ein m-facher Lag
von D nicht wieder zum Originalniveau zurückführt.

Zu jedem x ∈ X0 wählen wir ein cx so, dass ∂cx = g−1∂x und v(cx) ≥ −D.
Wir definieren ϕ auf dem 0-Gerüst von F durch ϕ(x) = gcx und führen dies
G-äquivariant fort. Nach Lemma 3.1.4 wissen wir, dass für alle c ∈ F0 gilt:

v(ϕ(c)) ≥ v(c) + min
x∈X0

{v(ϕ(x))− v(x)} > v(c) +m ·D.

Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Ketten-
homomorphismus ϕ : F(j−1) → F(j−1), so dass

∀c ∈ F(j−1), v(ϕ(c)) ≥ v(c) + (m− (j − 1)) ·D.
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Sei weiter Xj ⊆ Xm ein endliches Erzeugendensystem von Fj. Da ϕ Zyklen
auf Zyklen abbildet, gibt es für alle x ∈ Xj ein cx, so dass ∂cx = ϕ(∂x) und
v(cx) ≥ v(ϕ(∂x)) −D. Wir setzen ϕ(x) = cx und führen dies G-äquivariant
auf Fj fort. Dann erhalten wieder auf Grund von Lemma 3.1.4 eine Abbildung
ϕ : F(j) → F(j) mit der Eigenschaft:

∀c ∈ F(j), v(ϕ(c)) > v(c) + (m− (j − 1)) ·D −D ≥ v(c) + (m− j) ·D.

(3. ⇒ 2.): Da ϕ die Identität liftet, gibt es eine zugehörige G-äquivariante
Homotopie h : F → F, so dass ∂h + h∂ = idF − ϕ. Wir betrachten die
Vervollständigungen von h und ϕ. Es ist ĥ : F̂χ → F̂χ eine Kettenabbildung
vom Grad (−1), für die es, da F(m) endlich erzeugt ist, eine Konstante D ∈ R
gibt, so dass für alle Zyklen k ∈ Z(F̂(m)) gilt v(ĥ(k)) ≥ v(k) +D.

Für die Vervollständigung ϕ̂ von ϕ auf F̂ gibt es sogar eine positive Kon-
stante k > 0, so dass für alle Ketten c ∈ F̂(m) gilt v(ϕ̂(c)) ≥ v(c) + k.

Wir wollen zeigen, dass F horo-m-azyklisch ist. Sei also z ein i-Zyklus
in F̂χ mit i ≤ m. Um zu zeigen, dass z ein Rand ist, konstruieren wir eine

(i+ 1)-Kette unter Verwendung von ϕ̂ und ĥ. Sei

r = ĥ(z) + ĥ(ϕ̂(z)) + ĥ(ϕ̂2(z)) + . . . = ĥ(z + ϕ̂(z) + ϕ̂2(z) + . . .).

Wir überzeugen uns davon, dass r eine (i + 1)-Kette in F̂(m+1) ist. Es ist

v(ĥ(ϕ̂i(z)) ≥ v(ϕ̂i(z)) + D ≥ v(z) · i · k + D, also zu jeder Zahl n ∈ N nur

endlich viele i mit v((ĥ(ϕ̂i(z))) < n. Die Summe ist also wohldefiniert (im
Sinne von Definition 3.3.5). Weiter gilt:

∂r = ∂(ĥ(z)) + ∂(ĥ(ϕ̂(z))) + . . . = (z − ϕ̂(z)) + (ϕ̂(z)− ϕ̂2(z)) + . . . = z.

(2. ⇒ 1.): Wir zeigen diese letzte Implikation über vollständige Indukti-
on nach m. Wir setzen also voraus, dass der Satz für k < m gilt. Unter
dieser Voraussetzung gilt das Σ-Kriterium für m− 1 und es gibt einen Ket-
tenhomomorphismus ϕ des (m − 1)-Gerüstes, der die Identität liftet, so-
wie eine zugehörige Kettenhomotopie h und eine positive reelle Zahl D mit
v(h(k)) ≥ v(k)−D.

Aus F ist horo-m-azyklisch wollen wir folgern, dass F̃v im Wesentlichen
(m−1)-azyklisch ist. Sei also zm−1 ein (m−1)-Zyklus in F̃v mit v(zm−1) ≥ 0.
Wir zeigen, dass es ein dm ∈ Fm gibt, so dass ∂(dm) = zm−1 und v(dm) ≥ −D.
Da F azyklisch ist gibt es eine m-Kette cm mit ∂cm = zm−1.
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Für das (m− 1)-Gerüst wissen wir bereits, dass es einen G-Kettenhomo-
morphismus ϕ gibt, der die Identität und die Bewertung der Ketten erhöht.
Hiermit konstruieren wir eine Horo-Kette z∞m = cm + c∞m in F̂m, indem wir
z∞m = cm − h(zm−1)− h(ϕ(zm−1))− h(ϕ2(zm−1))− . . . festlegen.
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Nach Voraussetzung ist dieser Horo-m-Zyklus der Rand einer (m + 1)-
Kette c∞m+1, also ∂c∞m+1 = z∞m . Wir schneiden diese (m + 1)-Kette an der
Höhe 0 ab und betrachten den Rand. Das bedeutet falls c∞m+1 =

∑
i∈I nigifi

betrachten wir

cm+1 =
∑
i∈I

δinigifi, wobei δi =

{
0 falls v(gifi) > 0
1 sonst

.
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Sei dm = cm − ∂cm+1. Es sind nun noch zwei Dinge zu verifizieren:

1. Die Kette dm besitzt die gewünschte Höhe, also v(dm) ≥ −D .

2. Die Kette dm besitzt den gewünschten Rand, also ∂dm = zm−1.

zu 1.: Es ist

v
(
dm

)
= v
(
cm − ∂(cm+1)

)
≥ min{v

(
cm − ∂(c∞m+1

)
, 0} ≥

min{v
(
h(zm−1) + h(ϕ(zm−1)) + h(ϕ2(zm−1)) + . . .

)
, 0} ≥ −D.

zu 2.: Es ist

∂(dm) = ∂cm − ∂∂cm+1 = zm−1 − 0 = zm−1.

Die Addition eines Randes zum Zyklus cm verändert dessen Rand nicht.
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Es ist kein Induktionsanfang gegeben. Es ist aber leicht einzusehen, dass
der Satz für (m = −1) gilt. Man überlegt sich nun, dass dies ein zulässiger
Induktionsanfang ist.
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Der Satz zeigt unter anderem: Ob der Kettenkomplex F̃v im Wesentlichen
(m−1)-azyklisch ist oder nicht, ist unabhängig von der gewählten Basis und
der zugehörigen Bewertung v.

Die Abbildung ĥ◦(id +ϕ̂+ ϕ̂2 + . . .) ist eine Homotopie, die das m-Gerüst
zusammenzieht. Sie ist als eine Abbildung zu sehen, die die Zyklen beliebig
weit in positiver Richtung verschiebt.

4.2 Die Novikov-Vervollständigung und die

geometrische Invariante

Wir haben gesehen, dass sich die Invariante Σm(G;A) durch Horo-Azyklizität
beschreiben lässt. Diese besitzt, wie man aus Satz 3.3.3 erkennen kann, einen
engen Zusammenhang zur Novikov-Vervollständigung. Der Zusammenhang
spiegelt sich in folgendem Satz wieder:

4.2.1 Satz Sei A ein G-Modul vom Typ FPm und χ : G → R∞ ein nicht-
trivialer Charakter. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. [χ] ∈ Σm(G;A),

2. ∀i ≤ m, TorZG
i (ẐGχ, A) = 0.

Beweis. Sei F � A eine freie Auflösung mit endlich erzeugtem m-Gerüst
F(m). Nach Satz 4.1.2 reicht es zu zeigen:

∀i ≤ m, TorZG
i (ẐGχ, A) = 0 ⇐⇒ F ist horo-m-azyklisch bezüglich χ.

Nun gilt aber per Definition

∀i ≤ m, TorZG
i (ẐGχ, A) = 0

⇐⇒
ẐGχ

⊗
ZG

F ist exakt bis zur Dimension m.

Es ist leicht zu verifizieren, dass der in Satz 3.3.3 gegebene Modulisomor-
phismus ẐGχ

⊗
ZG F ∼= F̂χ auch ein Kettenisomorphismus ist.
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4.3 Direkte Produkte

In diesem Abschnitt wollen wir sehen, welchen Weg man einschlagen muss,
um vervollständigte Komplexe zur Berechnung der geometrischen Invariante
zu verwenden. Auf Grund der großen Analogie zu den Methoden bei Grup-
penringen werden wir diese zuerst beschreiben und dann die Schwierigkeiten,
auf die man bei der Betrachtung von Novikov-Vervollständigungen trifft.

4.3.1 Gruppenringe

Seien F � Z (und F′ � Z) projektive Auflösungen von Z über ZG (und ZH)
mit endlich erzeugtem m Gerüst. Dann ist F⊗F′ eine projektive Auflösung
von Z über Z[G×H] mit endlich erzeugtem m-Gerüst und es gilt:

(ZG⊗ZG F)⊗ (ZH ⊗ZH F′) ∼= (ZG⊗ ZH)⊗Z[G×H] (F⊗ F′).

Wie schon in Satz 2.2.11 erwähnt, ist ZG ⊗ ZH = Z[G ×H]. Mit etwas
Aufwand sieht man, dass diese Abbildung zu einer Abbildung der Homolo-
giegruppen führt, woraus man schließlich erhält:

4.3.1 Satz (Künneth-Formel) Seien G und H Gruppen, F � Z und F′ � Z
freie Auflösungen von Z über ZG und ZH, dann gibt es eine spaltende, kurz-
exakte Folge:

0 →
⊕

p+q=n

Hp(ZG⊗G F)⊗Z Hq(ZH ⊗H F′)

→ Hn

(
Z[G×H]⊗G×H (F⊗ F′)

)
→

⊕
p+q=n−1

Tor1

(
Hp(ZG⊗G F), Hq(ZH ⊗H F′)

)
→ 0

Siehe z.B. [Br] für Details hierzu. Für uns von Bedeutung ist daran der
folgende Sachverhalt: Ist Hp(ZG⊗G F)⊗Z 6= 0 und Hq(ZH⊗H F′) 6= 0, so ist
Hp+q

(
Z[G×H]⊗G×H (F⊗F′)

)
6= 0. Das Interesse an dieser Aussage kommt

aus der Vermutung des folgenden Abschnittes.
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4.3.2 Novikov-Ringe

Es wird vermutet, dass sich die geometrische Invariante eines direkten Pro-
duktes aus den geometrischen Invarianten der Faktoren berechnen lässt. Man
weiß, dass die analoge Vermutung in der homotopischen Version nicht kor-
rekt ist. Die Zusammenhänge, in [Bi] ausführlich dargestellt, werden wie folgt
angenommen:

4.3.2 Vermutung (Direkte-Produkt-Vermutung)

Seien G und G′ Gruppen vom Typ FPn, dann ist

Σm(G; Z)c =
⋃

p+q=n

Σp(G; Z)c + Σq(G′; Z)c.

Wobei die Addition hier die in Abschnitt 1.2 definierte Verknüpfung ist.
und c das Komplement bezeichnet. Für diverse Spezialfälle ist die Gültigkeit
der Vermutung schon bekannt. Die Vermutung ist äquivalent zu folgender
Aussage:

4.3.3 Vermutung (Direkte-Produkt-Vermutung)

Seien G und H Gruppen vom Typ FPn mit zugehörigen Charakteren χG

und χH , dann gilt:

min
{
p
∣∣∣Hp(F̂χG

) 6= 0
}

+ min
{
q
∣∣∣Hq(F̂′

χH
) 6= 0

}
=

min
{
n
∣∣∣Hn(F̂⊗ F′

χG+χH
) 6= 0

}
Man möchte also einen Zusammenhang zwischen den Kettenkomplexen

F̂χG
, F̂′

χH
und F̂⊗ F′

χG+χH
erkennen. Man sieht leicht an Hand eines kano-

nischen Isomorphismus, dass

(ẐGχG
⊗ZG F)⊗ (ẐHχH

⊗ZH F′) ∼= (ẐGχG
⊗ ẐHχH

)⊗Z[G×H] (F⊗ F′).

In Satz 2.2.12 haben wir gesehen, dass das Ausmultiplizieren eine injek-
tive Abbildung vom Tensorprodukt zweier Vervollständigungen in die Ver-
vollständigung des direkten Produktes ist. Hieraus erhält man zusätzlich eine
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injektive Abbildung

ι : (ẐGχG
⊗ ẐHχH

)⊗Z[G×H] (F⊗ F′) → ( ̂Z[G×H]χG+χH
)⊗Z[G×H] (F⊗ F′).

Zusammensetzen dieser Abbildung und des Isomorphismus führt zu einer
injektiven Abbildung

× : F̂χG
⊗ F̂′

χH
→ F̂⊗ F′

χG+χH
.

Ist c⊗ c′ ein Elementartensor, so bezeichnen wir sein Bild mit c× c′

Wir wollen nun, so wie dies in der Künneth-Formel geschieht, zu den
Homologien der Komplexe übergehen. Dafür untersuchen wir, wie sich die
Abbildung auf Zyklen verhält.

4.3.4 Lemma Seien zG und zH Zyklen in F̂χG
und F̂′

χH
. Dann gilt:

• zG × zH ist ebenfalls ein Zyklus, denn

∂(zG × zH) = ∂zG × zH + zG × (−1)ε∂zH = 0.

• Ist zG sogar ein Rand, etwa ∂(z′G) = zG, dann ist zG×zH = ∂(z′G×zH)
ebenfalls ein Rand.

• Analog ist, falls zH ein Rand ist, die Kette zG× zH ebenfalls ein Rand.

Die Abbildung × führt also zu einer Abbildungen der Homologiegruppen:

4.3.5 Satz (Homologie-Kreuzprodukt)

Sind G und H Gruppen mit Auflösungen F und F′, dann gibt es für alle
n ∈ N eine natürliche Abbildung

⊕
p+q=n

Hp(F̂χG
)⊗Z Hq(F̂′

χH
) → Hn

(
F̂⊗ F′

χG+χH

)
.

Die Künneth-Formel lässt vermuten, dass dieses Homologie-Kreuzpro-
dukt injektiv ist. Die Injektivität würde ausreichen, um eine Inklusion der
Direkten-Produkt-Vermutung zu zeigen.
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